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Данная статья является продолжением ра-

боты [1] и описывает применение метода GGA 

для неизотермического случая двухфазного 

потока.

Постановка задачи и метод GGA

Рассмотрим задачу расчета потокораспреде-

ления для двухфазных газожидкостных потоков 

в трубопроводах сложной топологии. Для ее ре-

шения применим метод глобального градиента 

(GGA), служащий для расчета потокораспреде-

ления в трубопроводах произвольной конфигура-

ции с заданными притоками или давлениями во 

всех узлах. Метод GGA был первоначально сфор-

мулирован в 1979 г. профессором Болонского 

университета Э. Тодини [2], который (совместно 

с коллегами) позднее предложил его для практи-

ческого использования в работах [3–5]. В 2004 г. 

он также был описан отечественными специали-

стами С. П. Епифановым, Н. Н. Новицким, В. П. 

Фроловым в монографии [6] (раздел 1.6.4). Этот 

алгоритм по форме весьма схож с предложенным 

Меренковым и Хасилевым методом МКРДГК 

в классической монографии [7], имеет такую 

же хорошую сходимость, как известный метод 

контурных расходов (МКР) [7], но при этом не 

требует анализа топологии трубопровода и вы-

бора системы главных контуров. К настоящему 

времени метод успешно используется для рас-

чета трубопроводов в разработанной ООО «НТП 

Трубопровод» и получившей широкое распро-

странение в России программе «Гидросистема» 

[8, 9], а также при расчете наружных инженерных 

сетей в таких известных программах, как неком-

мерческая программа EPANET [10] и программы 

фирмы Haestad Methods [11]. 

Рассмотрим описывающий гидравлическую 

сеть связный ориентированный граф с m узлами 

и n ветвями. Тогда уравнения, описывающие 

цепь, можно записать в виде

 AT P = F (X),  (1)

 AX = Q,  (2)

где A — матрица соединений; T — температура, 

К; X — вектор массовых расходов по ветвям; 

F(X) — вектор-функция потерь потенциала на 

ветвях; Q — вектор внешних массовых притоков 

в узел; P — вектор узловых потенциалов (в ка-

честве потенциалов может быть целесообразно 

выбрать давления, напоры или другие величины 

в зависимости от типа трубопровода). 

Метод GGA не является вполне универсаль-

ным, а применим только в случае, если заданны-

ми являются потенциалы в m
0
 узлах (1 ≤ m

0
 ≤ m) 

и величины притоков в остальных m
1
 = m – m

0
 

узлах. Перенумеруем узлы так, чтобы сначала 

шли узлы с заданными притоками, а затем с за-

данными давлениями, тогда матрицы и вектора 

можно представить в блочном виде
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(3)

а уравнения (1), (2) будут иметь вид

 A
1

T P
1
 = F (X) – A

0

T P
0
,  (4)

 A
1
X = Q.  (5)

Идея метода GGA заключается в решении 

нелинейной системы уравнений (4), (5) методом 

Ньютона, не выражая Р
1
 через Х (как в МКР) 

или наоборот (метод узловых давлений — МД), 
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а оставляя их независимыми переменными (от-

сюда слово «глобальный» в названии метода). 

После преобразований получим выражения 

для узловых потенциалов и расходов на новой 

итерации:
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где ( ) ( )( ) ( ) Ti iM Х A D X A−= 1

1 1
 — матрица Максвел-

ла; i — удельная энтальпия, Дж/кг. 
( )( )iM Х  является разреженной с диагональ-

ным преобладанием, что позволяет применять 

эффективные методики расчета. 

Ранее использование метода GGA в со-

четании с декомпозицией задачи на задачу 

расчета потокораспределения и распределения 

температур для случая однофазного течения в 

трубопроводах сложной топологии рассматри-

валось в работе [2]. 

В статье [13] авторы предложили аналогич-

ную методику расчета потокораспределения при 

течении двухфазных газожидкостных смесей в 

трубопроводах сложной топологии. При этом 

рассматривался наиболее простой случай «за-

мороженного» (без учета массобмена между 

фазами) изотермического течения. Суть мето-

дики заключается в нахождении начальных при-

ближений, а также декомпозиции задачи расчета 

потокораспределения на две составляющие: 

пересчет векторов узловых потенциалов P и 

массовых расходов X с использованием итераций 

метода GGA и пересчет газосодержаний в узлах 

слияния ветвей (рис. 1). Итерации по расходам и 

узловым потенциалам метода GGA перемежают-

ся с итерациями по пересчету газосодержания. 

Критериями выхода из цикла при этом является 

достижение определенной точности по расходам 

и узловым потенциалам. 

В данной статье предложенный подход рас-

ширен на случай произвольного неизотермиче-

ского «замороженного» двухфазного течения. 

Расчет неизотермического 

«замороженного» двухфазного течения 

с применением метода GGA

Основное отличие от изотермического тече-

ния, описанного в работе [13], состоит в том, что 

функции потери потенциала на ветви зависят от 

начальной температуры, которая может меняться 

в узлах слияния в зависимости от распределения 

потоков: ( )н, н, н,, , ,j j j j j jf x p e T p= Δ  — потери давле-

ния на j-й ветви, в данном случае зависящие от 

начального давления (р
н
), температуры (Т

н
) и га-

зосодержания (е
н
) ветви (х — массовый расход). 

Подробно вид функции f описан в работе [13]. 

В качестве исходных данных для неизотер-

мического двухфазного расчета выступают:

• давления или расходы во всех источниках 

и потребителях;

• массовые газосодержания во всех источ-

никах;

• температуры во всех источниках. 

Первое приближение по температуре рас-

считывается аналогично первому приближению 

по газосодержаниям, описанному в работе [13]:

( )

,

N
k

k

T

T
N

==
∑ пр

0

0

где ( )kTпр  — заданная температура в каждом из 

N притоков; Т
0
 — начальное приближение по 

температуре для остальных ветвей. 

В случае неизотермического течения пред-

ложена декомпозиция расчета потокораспре-

деления на три задачи. Первые две задачи 

совпадают с описанными ранее задачами для 

изотермического случая – пересчет векторов 

узловых потенциалов P и массовых расходов X 

с использованием метода GGA при фиксирован-

ных газосодержаниях и пересчет газосодержа-

ний в узлах слияния ветвей при фиксированных 

расходах (рис. 1). В случае неизотермического 

течения добавляется третья задача — пересчет 

температур на ветвях и в узлах слияния при 

фиксированных потенциалах, расходах и газосо-

держаниях (рис 2). В данном случае добавляется 

Метод GGA для двухфазного потока
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векторов узловых 
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Рис. 1. Декомпозиция задачи при расчете потокораспределения 

изотермического «замороженного» двухфазного течения
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критерий выхода из цикла по изменению темпе-

ратуры в узлах. 

Рассмотрим задачу пересчета температур 

подробнее. Автором реализован известный 

алгоритм «прямого просчета» с обходом трубо-

провода и пересчетом температуры на ветвях 

и в узлах слияния. Суть алгоритма состоит в 

последовательном переборе узлов и ветвей 

и пересчете, при возможности, температуры 

в конце ветви (для ветвей, если температура 

в начальном узле ветви известна) или темпе-

ратуры после слияния (для узлов, если конеч-

ная температура всех входящих в них ветвей 

известна). Рассмотрим работу алгоритма на 

несложном примере (рис. 3). На рис. 3, I изобра-

жено исходное состояние трубопровода. Узлы, 

обозначенные серым цветом, — источники с 

заданными температурами. Следовательно, на 

первом шаге (рис. 3, II) можно просчитать ветви 

1–3 и 2–3, а также пересчитать температуру в 

узле 3. На втором шаге (рис. 3, III) появилась 

возможность просчитать ветвь 3–4 и темпе-

ратуру в узле 4. На третьем шаге (рис. 3, IV) 

появилась возможность просчитать ветви 4–5 

и 4–6, а также температуры в узлах 5, 6. 

Легко доказать, что данный алгоритм дохо-

дит до конца (т.е. просчитывает всю схему) тогда 

и только тогда, когда в схеме отсутствуют реци-

клы (т.е. ориентированные замкнутые контуры). 

Как правило, в трубопроводах, перекачивающих 

двухфазные продукты, отсутствуют рециклы, так 

как насосы практически не используются. 

Пересчет температуры по ветвям описан 

в работе [13]. Поясним пересчет температур в 

узлах слияния и разделения. 

При разделении потоков температура в нача-

ле ветвей с выходящими потоками принимается 

равной температуре в конце ветви с входящим 

потоком. 

При слиянии потоков температура в начале 

ветви (ветвей) с исходящим потоком (потоками) 

рассчитывается по следующему принципу. 

Температура Т потока (потоков) после слия-

ния суммарным расходом x, при слиянии пото-

ков с расходами x
j
 ( j

j
x x= Σ ) и температурами T

j
, 

определяется из условия сохранения энтальпии 

до и после слияния. 

, ,( , ) ( , ) ( , ) ,l j l j g j g j

j j

i T p x i T p x i T p x= +∑ ∑

Метод GGA для двухфазного потока

Итерация

по температуре

Итерация пересчета 
векторов

узловых потенциалов Р 
и массовых расходов Х

при фиксированном
газосодержании е

Расчет
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расходов и 

газосодержаний

Окончание
расчета

Пересчет газо�
содержания е

в узлах слияния ветвей
при фиксированном

расходе Х

Рис. 2. Декомпозиция задачи при расчете потокораспределения 

неизотермического «замороженного» двухфазного течения
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Рис. 3. Пример работы алгоритма пересчета температуры
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где р — давление, Па; х — массовый расход, 

кг/с; индексы l и g означают жидкость и газ, 

соответственно; в качестве давления берется 

давление после слияния (в начале соответствую-

щей ветви). 

Определение Т сводится к нахождению нуля 

функции:

, ,

( ) ( , ) ( , )

( , ) ( , ) .

l l g g

l j l j g j g j

j j

f T i T p x i T p x

i T p x i T p x

= + −

⎡ ⎤
− +⎢ ⎥

⎣ ⎦
∑ ∑

Уравнение решается методом половинного 

деления в интервале от минимальной до мак-

симальной температуры на ветвях, входящих 

в узел. 

Анализ результатов

Пример I. Рассмотрим простейший пример 

расчета потокораспределения — трубопровод с 

тремя ветвями и одним узлом слияния (табл. 1, 

рис. 4). В качестве перекачиваемого продукта 

выступает система вода — воздух. 

В качестве исходных данных выступают 

давления во всех источниках и потребителях 

(расходы не заданы, то есть дополнительно 

стоит задача расчета пропускной способности), 

1

2

4

3

Рис. 4. Трубопровод из примера I

Ветвь
Диаметр, мм Массовое 

газосодержание

Давление, МПа Начальная 

температура, °Свнутрений наружный начальное конечное

1–2 50 57 0,100 0,20 – 30

2–3 80 89 – – 0,19 –

4–2 50 57 0,095 0,20 – 40

Ветвь
Расход,

кг/ч

Газосодержание
Длина,

м

Диаметр,

мм

Максимальные Давление, МПа Температура,°С

массовое объемное
скорость

м/с

число

Маха

началь-

ное

конеч-

ное

началь-

ная

конеч-

ная

1–2 3646,9 0,1000 0,9803 3 50 23,66 0,2488 0,2000 0,1934 30,00 29,88

2–3 8076,2 0,0973 0,9803 4 80 20,62 0,2179 0,1934 0,1900 35,39 35,26

4–2 4429,3 0,0950 0,9798 2 50 28,23 0,2993 0,2000 0,1934 40,00 39,91

Табл. 2. Результаты расчета для примера I

Табл. 1. Исходные данные для примера I

1

2

4

3

1

2

4

3

3646,88 8076,21 кг/ч 29,88 39,91°С

а б

Рис. 5. Графическое представление результатов расчета для примера I 

(распределение расходов (а) и температур (б))
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температуры и массовые газосодержания во 

всех источниках. 

Результаты расчета представлены в табл. 2 

и на рис. 5.

Анализируя результаты, можно сделать вы-

вод, что максимальная пропускная способность 

трубопровода составит 8076,2 кг/ч, распреде-

ление потоков по ветвям 1–2 и 4–2 составляет 

3646,9 и 4429,3 кг/ч, соответственно (что логич-

но, так как ветвь 4–2 имеет меньшую длину и, 

следовательно, меньшее сопротивление). Также 

видно, что температура в узле слияния равна 

35,39°С, а в конце ветви — 35,26°С. Рассчитан-

ное газосодержание на ветви 2–3 равняется 

0,0973. 

Пример II. В качестве второго примера 

рассмотрим более сложный и протяженный 

трубопровод с несколькими источниками и по-

требителями и несколькими узлами слияния и 

разделения потоков (табл. 3, рис. 6). В качестве 

перекачиваемого продукта выступает система 

вода — воздух. 

В качестве исходных данных выступают 

давления во всех источниках и расходы во всех 

потребителях, температуры и массовые газосо-

держания во всех источниках. 

Результаты расчета представлены в табл. 4 

и на рис. 7

Анализируя результаты, можно сделать вы-

вод, что были получены адекватные результаты 

для всех искомых параметров. 

Оба примера показали хорошую сходимость. 

В первом примере результат достигнут двумя 

внешними итерациями по температуре и че-

1

2

4

3

5

7

9

10

8

6

Рис. 6. Трубопровод из примера II

Ветвь
Диаметр, мм

Расход, кг/ч
Массовое 

газосодержание

Начальное 

давление, МПа

Начальная 

температура, °Свнутрений наружный 

1–2 50 57 – 0,100 0,2 30

2–3 80 89 – – – –

3–9 50 57 3000 – – –

10-9 50 57 – 0,050 0,2 50

9–7 50 57 3000 – – –

7–8 40 45 1000 – – –

7–5 50 57 3000 – – –

3–6 50 57 3000 – – –

4–2 50 57 – 0,095 0,2 40

Ветвь
Расход,

кг/ч

Газосодержание
Длина,

м

Диаметр, 

мм

Максимальные Давление, МПа Температура,°С

массовое
объем-

ное

скорость,

м/с

число

Маха
начальное конечное

началь-

ная

конеч-

ная

1–2 1565,9 0,1000 0,9800 10,0 50 10,00 0,1052 0,20000 0,19602 30,00 29,07

2–3 3190,9 0,0975 0,9798 13,0 80 7,92 0,0839 0,19602 0,19417 34,02 31,90

3–9 190,9 0,0975 0,9796 9,2 50 1,21 0,0128 0,19417 0,19411 31,90 25,56

10-9 2809,2 0,0500 0,9612 10,0 50 9,85 0,1392 0,20000 0,19411 50,00 49,11

9–7 3000,1 0,0530 0,9651 13,8 50 11,64 0,1611 0,19411 0,18380 47,66 46,57

7–8 1000,0 0,0530 0,9664 27,2 40 6,28 0,0877 0,18380 0,17456 46,57 41,84

7–5 3000,0 0,0530 0,9687 27,0 50 12,98 0,1811 0,18380 0,16270 46,57 43,54

3–6 3000,0 0,0975 0,9879 43,2 50 31,67 0,3399 0,19417 0,11493 31,90 29,71

4–2 1625,1 0,0950 0,9794 10,0 50 10,18 0,1082 0,20000 0,19602 40,00 38,76

Табл. 4. Результаты расчета для примера II

Табл. 3. Исходные данные для примера II
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тырьмя внутренними итерациями по давлению и 

газосодержанию. Во втором примере результат 

достигнут тремя итерациями по температуре и 

семью внутренними итерациями по давлению и 

газосодержанию. 

Выводы

В статье предложена методика неизотерми-

ческого расчета потокораспределения двухфаз-

ных газо-жидкостных смесей в трубопроводах 

сложной топологии. Особенность предложенной 

методики состоит в расширении области при-

менения метода GGA на двухфазные потоки. На 

данный момент предложенный метод ограничен 

применимостью только к «замороженному» 

двухфазному течению (без учета массобмена) 

в трубопроводах без рециклов. Предложенная 

методика реализована в расчетной библиотеке 

программы «Гидросистема» и проверена на ряде 

примеров. 
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Рис. 7. Графическое представление результатов расчета для примера II 

(распределение расходов (а) и температур (б))
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A. V. Babenko

Flow Distribution Calculation for Two-phase Gas-liquid Flow 

in Industrial Branched Pipelines. Nonisothermic case

The new calculation method of two-phase flow distribution is proposed. The proposed method is the extensi

on of Global Gradient Algorithm (GGA) for two-phase flow. This paper describes the application 

of Global Gradient Algorithm for nonisothermic two-phase flow.

Key words: flow distribution, piping network, Global Gradient Algorithm, gas-liquid flow, two-phase flow.
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